2BAC PC+SVT Les probabilités

I- Principe général du dénombrement :
1- Introduction :

Considérons les chiffres : 3 et 4 et 5. On cherche le nombre des nombres qu’on peut composer de deux
chiffres distincts parmi ces chiffres.

< 1%° méthode : (spontanée)
On trouve les nombres suivants : 43 — 53 — 34 — 54 — 35 — 45 donc : 6 nombres
% 2¢éme méthode :
On a tout nombre est de la forme ab avec a le chiffre d’unité et b le chiffre de dizaine.

- Le premier choix : pour choisir le nombre d’unité a on trouve 3 possibilités (maniéres)
- Le deuxieme choix : pour choisir le nombre de dizaines b, il reste 2 possibilités

Le nombre des possibilités estdonc: 3 X 2 =6

On peut représenter ses possibilités sous la forme d’un arbre des cas.
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2- Le principe :

Considerons une expérience contenante p choix : Cy, C3, Cs, ..., Cp
- Lechoix C; se fait par n; maniéres différentes
- Le choix C, se fait par n, manieres différentes

- Le choix C, se fait par n,, mani¢res différentes

Alors le nombre des mani€res dans cet expérience est: nq X 1y X ng X ... X n,

Exemple :

1) On lance un dé (qui a 6 faces contenant les chiffres : 1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6 &
deux fois successivement. o © ®
Tout résultat obtenu est appelé une possibilité \ ° / 7/

+» Déterminer le nombre de possibilités obtenues :
- La premicre lance : on a 6 possibilités

- La deuxieéme lance : on a 6 possibilités




Alors le nombre des possibilités est : 6 X 6 = 36

+» Combien de résultat possible si on veut obtenir un nombre pair dans le premier jet.
- La premiére lance : on a 3 possibilités (les nombres pairs seulement :2 ;4 ;6)
- Ladeuxieéme lance : on a 6 possibilités

Alors le nombre des possibilités est : 3 X 6 = 18

2) On lance une piéce d’argent ( qui a deux faces : PILLE (P) et FACE (F)) 3 fois successivement.

Déterminer le nombre de possibilités obtenues. Arbre des cas
- La premicre lance : on a 2 possibilités //\/\f— lere lance
- Ladeuxiéme lance : on a 2 possibilités AF p F €— 2éme lance
- Latroisiéme lance : on a 2 possibilités /P\_ P VAV AN ,
p p P F P F P Fé—3éme lance
Alors le nombre des possibilitésest: 2 X 2 X 2 =8

I1- Les arrangements :
1- Introduction :

Considérons I’ensemble : E = {a, b, c, d, e}.

% Combien de triplet ( ; ; ) qu’on peut composer en utilisant les éléments de E ?
- Le choix de I’abscisse : 5 possibilités

- Le choix de I’ordonné : 5 possibilités

- Le choix de la cote : 5 possibilités

Alors le nombre des triplets est : 53

Chaque triplet s’appelle un arrangement avec répétition de 3 éléments parmi 5 éléments.

K/

< Combien de triplet ( ; ; ) qu’on peut composer en utilisant les éléments de E sachant que les
éléments du triplet sont deux a deux distinct ?

- Le choix de I’abscisse : 5 possibilités

- Le choix de I’ordonné : 4 possibilités

- Le choix de la cote : 3 possibilités

Alors le nombre des triplets est : 5 X 4 X 3

Dans ce cas chaque triplet s’appelle un arrangement sans répétition de 3 éléments parmi 5 ¢léments.

2- Définition et propriété :

K/

% Soient E = {ay,a,,..,a,} contenant n élément et p un entier naturel tel que 1 < p < n.
Tout élément de la forme (al-, @, Ay ey ap) est appelé un arrangement avec répétition de p

p élément
¢léments parmi n éléments et le nombre d’arrangement est n?.
Tout élément de la forme (ai, aj, Ag, -, ap) sachant que ses ¢léments sont deux a deux distinct est

X/
L X4

p élément
appelé un arrangement sans répétition de p ¢léments parmi n ¢léments et le nombre
d’arrangement est I’entier naturel noté par AL tel que : AL =n(n—1)(n—2) ..(n—p +1)

p facteur

Exemples :
1) A2 =3%x2=6

2) AZ=6%X5x%x4=120 @




3) Un sac contient six boules portant les nombres : 12 ;3 ;4 ;5 ; 6. On tire au hasard 3 boules
successivement et avec remise. Combien de tirages sont possibles ?

Puisque le tirage se fait successivement et avec remise,

On tire 3 boules
successivement et avec
remise ( on remet la
boule tirée au sac)

alors chaque possibilité est un arrangement avec répétition

de 3 ¢éléments parmi 6 éléments.

Alors le nombre de tirages possible est : 63 = 216

4) Un sac contient 5 boules rouge et 2 boules vert. On tire au hasard 2 boules successivement et
sans remise.
» Combien de tirages sont possibles ?

On tire 2 boules

®®®®@)® successivement et sans
@ remise ( on ne remet pas

laboule tirée au sac)

Puisque le tirage se fait successivement et sans remise,

alors chaque possibilité est un arrangement sans répétition

de 2 éléments parmi 6 ¢léments.

Alors le nombre de tirages possible est : A2 = 7 X 6 = 42
» Combien de tirages sont possibles sachant que les deux boules tirées soient rouges ?

Puisque le tirage se fait successivement et sans remise, alors chaque possibilité est un arrangement sans
répétition de 2 éléments parmi 5 éléments (5 boules rouge)

Alors le nombre de tirages possible est : A2 = 5 X 4 = 20

» Combien de tirages sont possibles sachant que la premiére boule soit rouge et la
deuxiéme soit verte ?

Le nombre de tirages possible est : AL X A1 =5x2=10
Remarque : on peut utiliser I’arbre des cas
Arbre des cas

&

\/ <—scouleur du
?/\I. premier boule
<—s couleur du

R Vv deuxieme boule

Ve &
> m
= [ g ]

Remarques :

5) Si le tirage de p ¢léments parmi n ¢léments se fait successivement et avec remise, alors le nombre de
tirages sont possibles est n”.

6) Si le tirage de p ¢léments parmi n éléments se fait successivement et sans remise, alors le nombre de
tirages sont possibles est AL (avec 1 < p < n)

7) Al =netAd =1

ITI- Les permutations :

1- Introduction :

Cing personnes veulent s’asseoir sur des chaises numérotées de 1 a 5 afin que chaque chaise ne puisse
accueillir qu’une seule personne. Combien de possibilités ? @




Chaque possibilité est un arrangement sans répétition de 5 éléments parmi 5 éléments.

Le nombre des possibilités est : A2 =5X4x3x2Xx1=120

On appelle chaque arrangement sans répétition de 5 €léments parmi 5 éléments une permutation de 5
¢léments.

2- Définition :

Soitn € N

Tout arrangement sans répétition de n éléments parmi n ¢éléments une permutation de n éléments et le
nombre de ces permutations est : Af =n(n—1)(n—2) ....x 2 x 1.

Le nombre A}; est noté par : n! et se lit ‘n factoriel’

Exemples :

a) Une course d’ennemi rural a lieu entre 4 coureurs A, B, C et D sachant que chaque coureur
occupe un seul rang. Combien de résultat possible ?

Chaque résultat est une permutation de 4 éléments.
Donc le nombre des résultats possibles est: 4! =4 X 3 X2 X 1 =24

b) Un sac contient 3 boules rouge et 4 boules vert et 2 boules bleu. On tire au hasard 3 boules

successivement et sans remise.
- Combien de tirages possibles ?

Puisque le tirage se fait successivement et sans remise, ® ® ® ® On tire 3 boules
®0®

1 h bilité est ¢ {0 Gtit successivement
alors chaque possibilite est un arrangement sans repetition et sans remise

de 3 éléments parmi 9 ¢léments.

Alors le nombre de tirages possible est : A3 =9 X 8 X 7 = 504

- Combien de tirages possibles si les 3 boules ont des couleurs différents deux a deux ?

Le nombre de tirages possible est :

ALX AL X AL x31=4X3X2x%6=144 /\I\B
(3! s'appelle le coefficient de permutation, car I’ordre des /\ /\ -/\R

Couleurs est important et on une permutation de 3 boules)

 —r
o e—

—
b —
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Remarques :

e 1l=1let2!=2%x1=2
< Onadmetque:0!'=1
S m+D)!=n+Dxn! ou(n+D)!'=n+1)xnxn-1)!

D3 p _ n!
A (n-p)!

* n
IV-Les combinaisons :
1- Introduction :

Considérons I’ensemble : E = {a, b, ¢, d}. On cherche le nombre des parties de E comportant 2 éléments.

Les parties sont : {a, b} ; {a,c} ;{a,d} ;{b,c} ;{b,d} ;{c,d} donc : 6 parties. @




Chaque partie s’appelle une combinaison de 2 éléments parmi 4 éléments.
Puisque {a, b} = {b, a} alors I’ordre n’est pas important pour les combinaisons.

2- Définition :

Soient E = {a;, a,,.., a,} contenant n élément et p un entier naturel tel que p < n

Toute partie de E comportant p ¢lément s’appelle une combinaison de p élément parmi n élément.
n!

Le nombre de ces combinaisons est : Ch = ———
p!x(n—p)!

3- Propriétés :

Ap
o CP==2

p!
e (V=1
° C,rllZ
([ ] CT},=

Un sac contient 3 boules rouge et 4 boules vert et 2 boules bleu. On tire simultanément 3 boules.

- Combien de tirages possibles ?

Puisque le tirage se fait simultanément, donc chaque

@ ® ® O_n tire 3ph0ules

¢léments, alors le nombre de tirages possibles est :

9! 9! 9X8X7X6! 9x8X7
C3 = = = = =84
31x(9-3)! 3Ix6! 6X6! 6

- Combien de tirages possibles sachant que les 3 boules soient vertes ?

. . 4! 4! 4x3!
Le nombre de tirages possibles est : C3 = T3 Ik :. =4

(combinaison de 3 éléments parmi 4 ¢léments (les boules vert seulement))
- Combien de tirages possibles si les 3 boules ont des couleurs différents deux a deux ?

Le nombre de tirages possibles est: C; X C3 X C1 =4 x3x2 =24

(P’ordre n’est pas important)




V- Les probabilités :
1- Vocabulaires :

k]

Lors du lancer d’un dé ou une piece de monnaie (par exemple), on connait tous les résultats possibles,
sans savoir, avant I’expérience, le résultat que 1’on va obtenir. Le résultat obtenu est d au_hasard.
On dit que c’est une expérience aléatoire.

Chaque résultat est appel¢ issue ou éventualité ou possibilité.

Un événement est constitu¢ d’une ou plusieurs issues.
L’ensemble de tous les éventualités est dite Cunivers des éventualités et il est noté Q.

Donc on peut définir un événement d’une autre fagon : un événement est une partie de 0.

L B I T I ]

Si on effectue une expérience et A un événement de cette expérience alors :

— Sion a obtenu un élément de A on dit que I’événement A est réalisé

— Si on a obtenu un €lément qui n’est pas de A on dit que I’événement A n’est pas réalisé
& On remarque que ) € Q donc {1 est un événement et puisqu’apres avoir effectué 1’expérience on obtient
toujours un ¢lément de Q. Alors () est toujours réalisable on dit que 2 est un événement certain.

& On remarque que @ € Q donc @ est un événement et puisqu’apres avoir effectué I’expérience on ne peut
pas obtenir un élément de @ (car elle est vide). Alors @ est irréalisable on dit que @ est un événement
impossible.

& Le nombre des éléments de Q est noté card(Q) (le nombre des cas possibles) et Le nombre des
éléments de A est noté card(A) (le nombres des cas favorables)

3

L’événement qui ne contient qu’un seul élément est appelé événement élémentaire.

& Deux événement A et B sont dite incompatibles s’ils ne peuvent pas se réaliser au méme temps donc :
ANB=290
Deux événements A et B sont indépendantes si 1’un se réalise indépendamment de 1’autre.

3

& Soit A un événement
La partie de constitué des éléments de () qui n’appartient pas a A est appelé I’événement contraire de A

ou la partie complémentaire de A et onlenote : A = C4 = {x € Q/x ¢ A}

AUA=QctANA=0

A

2- La probabilité d’un événement :

Définition :

Lorsqu’on effectue un trés grand nombre de fois une expérience aléatoire, la fréquence de réalisation d’un
¢vénement se rapproche d’une fréquence théorique appelé probabilité.

La probabilité de réalisation d’un événement A se note p(A) etona: p(A) = % avec n ’effectif donné et N

I’effectif total.
On remarque que: 0 < p(A) <1

Propriété :

Soit A un événement et p une probabilité sur ().
La probabilité de réalisation d’événement A est la somme des probabilités des événements ¢lémentaires
constituant A.

Exemple :
On lance un dé (qui a 6 faces contenant les chiffres : 1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6) une fois. ®




Ona:Q ={1;2;3;4;5; 6} et les événements élémentaires sont : {1} ; {2};{3}; {4}; {5}; {6}

Siona:p({1}) =0.1;p({2h) = 0.2;p({3) = 0.1, p({4}) = 0.2,p({5}) = 0.1 ,p({6}) =03

Soit I’événement A"obtenir un nombre pair”

Donc A = {2; 4; 6}

p(A) =p({2}) + p({4}) + p({6}) = 0.2+ 0.2+ 0.3 =10.7

Propriété :

O
0'0
72
0'0
O
0'0
R/

0.0

0
0'0

0
0'0

Soit p une probabilité sur (.

0<pA)<1(VAcCQ)

p(@) =0etp() =1

(VA,BcQ):Ac B= p(A) <p(B)

Soient A et B deux événements incompatibles (A N B = @) alors : p(A U B) = p(A) + p(B)
Soient A et B deux événements, en général : p(A U B) = p(4) + p(B) —p(ANB)

p(A) =1—p(4)

3-

o o8

Théoréme d’équiprobabilités

Définition :

| La condition d’équiprobabilités signifie que tous les événements élémentaires ont la méme probabilité de réalisation.

Conséquences :

1)

2)

Soit : Q = {x1; x3; x3; ...; X} (n € N*) donc: card(Q) =n

p(Q) = p({x1}) + p({x2}) + p({x3}) + - + p({x,})

Si la condition d’équiprobabilités est vérifiée alors : p(Q) = n X p({x1})
On sait que : p(Q) =1

Par suite : p((x1)) = p(x2)) = p({as}) = -+ = P((xa)) = -5 =
Soit : A = {x1; X3; X3; ...; X, } Un événement donc : card(A) = m

p(A) = p({x1}) + p({x2}) + p({x3}) + - + p{xm})
Si la condition d’équiprobabilités est vérifiée alors : p(A) = m X p({x,})
1

1
n

On sait que : p({x,}) =
card(A)
card(Q)

n
Par suite : p(A) = mx%=%=p(/1) =

Remarques :

=l 11

3)

Comment savoir que la condition d’équiprobabilités est vérifiée dans un exercice ?
Un dé non truqué (non falsifiée)

Pi¢ce de monnaie non truqué (non falsifiée)

Un sac contient des boules qu’on ne peut pas les distinguer a la touche

Si la condition d’équiprobabilités est réalisée et A un événement donc :
__card(A) _ nombres des cas favorables
p(4) =

card(Q) ~ nombres des cas possibles

Si la condition d’équiprobabilités n’est pas réalisée on utilise cette régle << La probabilité de réalisation

d’événement A est la somme des probabilités des événements ¢lémentaires constituant A.>>

Application :

7




Un sac contient 4 boules vert et 2 boules rouge. On tire simultanément 2 boules.

(on ne peut pas distinguer boules a la touche) P
Considérons les événements suivants :

@ ® @ On tire 2 boules
A “‘tirer deux boules rouge™’ . . simultanement
B “‘tirer deux boules vert’’

C “‘tirer deux boules de méme couleur’’
D “‘tirer deux boules avec couleur différent”’
Calculer les probabilités de ces événements :

Puisque on ne peut pas distinguer boules a la touche alors la condition d’équiprobabilités est réalisée et puisque le

. o . 6! 6! 6X5x4!
tirage se fait simultanément donc : card(Q) = CZ = D = and = e 15

d(a) 1
card(A) = C2 =1=p(4) = —;’Z:d ShmkT

o4l 4x3x2x1 _
card(B) = (4 = 21x(4-2)!  2x2 6= p(B) =

card(B) _ 6 _ 2

card(Q) 15 5

C = A U B (tirer deux boules vert ou deux boules rouge)

1 6 7
= p(C) =p(AUB) =p(A) +p(B) =E+E=E
card(D) = C; x C; = 4 X 2 = 8 (tirer une boule rouge et une boule vert ou inversement et I’ordre n’est
pas important)

card(D) _ 8

card(£) T

= p(D) =

- Une autre méthode pour p(D)
D = C (D est I’événement contraire de C)

=SpD)=pO)=1-pc)=1-L=2=2

15 15 15
4- Probabilité conditionnelle :

Introduction :

On lance un dé non truqué (qui a 6 faces contenant les chiffres : 1;2 ;3 ;4 ;5 ;6) une fois.
Considérons les deux événements A et B : A: "Obtenir un nombre pair” et B: "Obtenir le nombre 2"

Donc: A = {2;4;6} et B = {2}

Ona:AnB={2}donc:p(AnB)=%:%

card(4) _ 3 _ 1
card(Q) T 6 2

p(4) =

La probabilité de réalisation de B sachant que A est réalisé est noté par : P4,(B) = %

On remarque que : p(A) X P4(B) = % X é = % =p(ANB)




p(AnB)

Donc : P,(B) = )

Définition :

Soient A et B deux événements tel que : p(4) # 0

La probabilité de réalisation de B sachant que A est réalisé est noté par : P4(B) = %

Propriété :

Soit p une probabilité sur ().
@ (VAcCQ)/p(A) #0: P, (4) =1
% (VA BcQ):p(AnB) =p(A) X P4(B) etp(ANB) = p(B) X Pg(A)
% Soient A et B deux événements incompatibles (A N B = @) alors : P,(B) = 0et Pg(A) =0

Application :
Les ¢éléves d’une classe sont répartis comme suit :

Gargons Filles Total
Nouveaux 11 8 19
Redoublants 3 2 5
Total 14 10 24

Nous choisissons un éléve au hasard de cette classe :

¢ Quelle est la probabilité de choisir un éléve parmi les gargons ?
card(Q)) = C3, = 24
Soit : A:"I'éléve choisi est un gargon" donc card(A) = C, = 14

card(4d) _ 14 _ 7

Alors : p(4) = card(Q) 24 12

¢ Quelle est la probabilité de choisir un éléve parmi les nouveaux ?

Soit : B: "I'éléve choisi est nouveau" donc card(B) = Ciy = 19

. __card(B) _ 19 _ 7
Alors : p(B) - card(Q) T 24 12
+» Sachant que * I’¢éléve est un gargon “* quelle est la probabilité pour qu’il soit ‘’nouveau’’ ?

_ pAnB) ,
On calcul P4(B) = oA

Avec A N B: " I'éléve choisi est un nouveau gar¢on" donc : card(ANB) = C{; = 11

card(AnB) _ 11

Donc : p(ANB) = p—rr ”

11

7 1112 _ 11
Alors:PA(B)=274=ﬁ ==
12

7 " 14

5- Les probabilités totales :

Définition : (partition d’un ensemble)

Soient A; ; A, ; Az ; ... ; A, une famille de parties non vides d’un ensemble (1 tels que :
v’ Ces parties sont disjoints deux a deux : A; N A; = @ (Vi,j = 1,...,n)
v AjUA,UA3;U..UA, =0Q

On dit que la famille A; ; A, ; Az ; ... ; A, forme une partition de Q

Propriété : (probabilités totales)




Soient (£, p) un espace probabilisé et la famille A; ; A, ; Az ; ... ; A, une partition de Q et B un événement
inclus dans Q. Alors :

P(B) = p(A1)Py,(B) + P(A2)Pn,(B) + -+ p(Ay) Py, (B)

Cas particulier :

p(B) = p(A)PA(B) + p(A)Pz(B) car A et A forme une partitionde Q (AUA =Qet AN A = Q)

Application :
Dans un match de football : la probabilité que le gardien arréte le premier penalty est% , si le gardien arréte le

. e r e A 5
premier penalty, la probabilité qu’il arréte la seconde est p

S’il n’arréte pas le premier penalty, la probabilité qu’il arréte la seconde est %

Soit : A: "le nombre gardien arréte le premier penalty” et B: "le nombre gardien arréte le deuxiéme penalty”
% Calculer : p(A) et p(A) et P,(B) et Px(B) et p(B) et p(A N B) et Pg(A)

p(A) = % (la probabilité que le gardien arréte le premier penalty)

p(A)=1—-p4A)=1- % = ; (la probabilité que le gardien n’arréte pas le premier penalty)

Py(B) = ; (la probabilité qu’il arréte la seconde sachant qu’il arréte le premier)

Pz(B) = % (la probabilité qu’il arréte la seconde sachant qu’il n’arréte pas le premier)

p(B) = p(A)PA(B) + p(A)Px(B) = ; X ; + ; X % = g (la probabilité qu’il arréte la seconde penalty)

p(ANB) =p(A) X P4(B) = ; X g = % (la probabilité qu’il arréte le premier et la seconde penalty)

20
Pg(4) = pgzg? ) = 32 = g (la probabilité qu’il arréte le premier sachant qu’il va arréter la deuxiéme)
49

6- Indépendance :
a) Indépendance de deux événements :

Définition :

Soient A et B deux événements.
On dit que A et B sont indépendants si Pg(4) = P(A) ou bien P4(B) = P(B)

Propriété :

% Soient A et B deux événements incompatibles (A N B = @)
Si A et B sont indépendants alors : Pg(A) = p(4) =0
% A et B sont indépendants< Pp(A) = P(A) ouP4(B) = P(B) & p(ANB) = p(4) X p(B)

Application :
On lance un dé non truqué (qui a 6 faces contenant les chiffres : 1;2 ;3 ;4 ;5 ;6) une fois.
Considérons les deux événements A et B : A: "Obtenir un nombre pair” et B: "Obtenir le nombre 2"

Donc: A = {2;4;6} et B = {2}

Calculer : p(A) et p(B) et p(A N B) et est-ce que A et B sont indépendants ?




card(A) 3 1
p( ) - card(ﬂ) E E
card(B) 1
p( ) - card(ﬂ) E
p(ANB) = p(A) X P,(B) =§ §=_
Puisque p(4) X p(B) =5 Xz = — # =alors p(4) X p(B) # p(A N B)

Enfin A et B ne sont pas indépendants.

b) Indépendance de deux épreuves

Définition :

Considérons une expérience comportant plusieurs épreuves sachant que chaque épreuve n’affecte pas les
épreuves suivantes. On dit que I’expérience est composée par des épreuves indépendantes.

Exemples :
% Tirer p éléments parmi n éléments successivement et avec remise est une expérience composeée par p

épreuves indépendantes.
% Lancer un dé p fois est une expérience composée par p épreuves indépendantes.
% Jeter une piéce de monnaie p fois est une expérience composeée par p épreuves indépendantes.

Propriété :

Soient p la probabilité de réalisation d’un événement A dans une expérience aléatoire. Nous répétons cette
expérience n fois successivement. Soit k € N avec k < n.
La probabilité de réalisation d’événement A, k fois exactement, dans cette expérience est : CXp*(1 — p)nk

Exemple :
On lance un dé non truqué (qui a 6 faces contenant les chiffres : 1;2 ;3 ;4 ;5 ;6) une fois.

Considérons I’événement A: "Obtenir un nombre divisible par 3" Donc : A = {3; 6}

Nous répétons cette expérience 5 fois successivement. Calculer la probabilité pour obtenir A deux fois exactement ?

card(A) 2 1

p( ) o card(ﬂ) 6 3
2 (1)? 1\°572 5! 1_(2\3 sxax3l _1_8 _20_ 8 80
Cslz) (1—3 = X=X|=] = X=X—="X—=—
3 3 21(5-2)! "9 T \3 2x3! 9727 2 7 2437 243

7- Variables aléatoires :

Introduction :

On lance une piéce de monnaie non truqué 3 une fois sur une table plane.

Soit I’application X qui associe chaque élément de 1’univers des éventualités 1 par le nombre de fois dont on
obtient pille (P).
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X est appelé une variable aléatoire définie sur ()

Définition :

Soit () 'univers des éventualités d’une expérience aléatoire.
Toute application définie de () vers R est appelé une variable aléatoire et on le note par: X ouY ou Z

Notations :
Soit X un variable aléatoire définie sur ()

—> On note I’événement « les ¢léments de () qui ont comme image a par X » par: X = a
—> On note I’événement « les ¢léments de (2 qui ont une image inférieure ou égale a par X » par: X < a
— X(Q) est I’ensemble des images des éléments de Q par X, donc : X(Q) = {xq; x3; x3; ...; X}

Application :

Soit la variable aléatoire suivante :
X associe chaque tirage par le nombre des boules

Portant le nombre 2. @ @ @ ® d

Donc : X(Q) ={0,1,2}

X = 0:"aucun boule porte le nombre 2" donc : card(X =0) =C3 =1
X = 1:"obtenir une boule portant le nombre 2" donc : card(X =1) =CZ xC} =6

X = 2:"obtenir deux boules portant le nombre 2" donc : card(X = 1) = C3 x C =3

5! 5x4x3!
= =10
31(5-3)!  3Ix2!

card(Q) = C3 =

Remarque :

_ _ _card(X=0) _ 1
f(O) - p(X - 0) - card(Q) ~ 10

card(X=1) _ 6

_ — 1) = =3
f(l)—p(X—l)— card(Q) T 10 s

card(X=2) _ 3

f@Q)=p&X=2)=""""5" =%

L’application f est appelé loi de probabilité du variable aléatoire X.

Définition :

Soit X un variable aléatoire définie sur {) et p une probabilité sur Q et X(Q) = {x1; x2; X3; ...; X}

— L’application f définie sur X(Q) par : f(x;) = p(X = x;) =p; (Vi=1,..,n) estappelé loi de
probabilité du variable aléatoire X.
— Le tableau de la loi de probabilité de X est :
X(Q) Xq X, e Xn
f(x) =pX =x;) =p; p1 D2 Dn
— L’espérance mathématique du variable aléatoire X est le nombre réel : E(X) = x1p, + X2p, + -+ + X,0,
— La variance du variable aléatoire X est le nombre réel positif : V(X) = E (X 2) — (E (X ))2
Avec: E(X?) = (x1)*p, + (x2)%p, + -+ (x)%p,,
— L’écart type est le nombre réel positif : 6(X) = /V(X)

Exercice :
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Soit la variable aléatoire suivante : X associe chaque tirage par le nombre des boules vert tirées.

1) Déterminer card(Q)
card(Q) = 63 = 216
2) Déterminer les valeurs du variable aléatoire X
X(Q) ={0,1,2,3}
3) Déterminer la loi de probabilité du variable aléatoire X.
card(X=0) _ 4% _ 8

f(O) = p(X = O) = card(Q) T 216 ;
_ _ 4y _ card(X=1) _ C3x2'x4® _ 3x2x16 _ 4
fO=p&=1= card(Q) ~ 216 216 9
_ _ oy _ Card(X=2) _ CFx22x4'  3x4x4 _ 2
f@=px=2)= card(Q) ~ 216 216 9
card(X=3) 23 8 1

f(S) =p(X=3) - card(Q) :E:EZZ
4) Donner le tableau de la loi de probabilité de X.

X(Q) 0 1 2 3

8 4 2
X:) = X =X;:) = - — _ -
fx) =np( =D 5 5 5 57

5) Calculer E(X) et V(X) et O'(X)
EX)=0x+1XS+2X243x—=242+2=2=1
V(X)) =EX?) - (E(X))

EX) =02 xS+ 12 x2+22x2432x =24 842 05,5
27 27 9 9 9 9 3
V(X)———12=

oX) =V(X =\/;z 0.81

8- Variable aléatoire binomiale :

Définition :

Soient p la probabilité de réalisation d’un événement A dans une expérience aléatoire. Nous répétons cette
expérience n fois indépendamment.

Soit X la variable aléatoire qui associe chaque possibilité de cette expérience par le nombre de fois ou I’événement A
est réalisable.

X est appelé une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p.

La loi de probabilité de X est appelé une loi de probabilité binomiale de paramétres n et p.

Propriété :

Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p donc : X(Q1) = {0,1,2,3, ..., n}
— Loi de probabilité de X est définie sur X({) par :

f(k)=pX=k)=Ckp*(1 —p)"*avecO<k<netkeN
— L’espérance mathématique de X est: E(X) = np
— Lavariance de X est : V(X) = np(1 — p)

— L’écarttype de X est: o(X) = /np(1 —p)

Exercice :
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1) Déterminer card(Q)

8! _8><7><6><5!_

— 3 —
card@) =Cs = 37 =31~ 3ix5l
2) Soit I’événement : A: "la somme des chif fres est 0". Calculer p(4)
card(A) = C3 + CiCiCl =4+3x4x1=16
_card(4) _ 16 _ 2

p( ) - card(Q) T 56 7
3) Nous répétons cette expérience 4 fois indépendamment. Soit X la variable aléatoire qui associe chaque

possibilité de cette expérience par le nombre de fois ou I’événement A est réalisable.

Déterminer la loi de probabilité de X.
X(Q) ={0,1,2,3,4}

fO=po=0=a (-7 =
) =rtr-1 -t (3 (13 e ) -2

4-2 4x25 600

f@=pX=2)=0 (%)2(1_5) =6X2401=m
f3) =pX =3)=C} (;)3 (1- ;)4‘3 8x5 _ 160

=4x
2)4‘4 16

4
f@=px=4=ct() (1-2

4) Calculer E(X) etV(X) et a(X)
Puisque X est un variable aléatoire binomiale de paramétres n = 4 etp = % alors :

EX)=4x2=2
V(X)_4><( ):
o(X) = (X):J:z0.9

2401 2401

2401
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