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1- CONTINUIE EN UN POINT
Activité
Dans la figure suivante, (Cf) est la courbe repr

ésentative d’une fonction fdéfinie sur R.
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1. Calculer graphiquement f(—1) et lim  f(z).

z -+ (—1)

2. Calculer graphiquement f(1), lim+ f(ax),
z-—1
lim f(x). Que peut-on déduire ?
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Définition 1

Soit f une fonction numérique définie sur un

intervalle ouvert I, et n € I.

On dit que la fonction f est continue en (zg),
si et seulement si : xlj@xo f(z) = f(zo)

Exemple
La fonction f :— % est continue en 1 car :

lim . 1= f(1).

z-+12
Remarque

Attention ! on ne peut pas parler de la continuité de
la fonction f en xg = 0, car : 0 ¢ Dy.

— Application 1

Soit la fonction f définie par :

f Est-il continue en 29 =07

2-CONTINUIE A DROITE ET A GAUCHE D'UN PT

Définition 2
Soit a € R

e Soit f est une fonction définie sur un in-
tervalle de type [a,a + of tel que o € RY,.
On dit que f est une fonction conti-
nue a droite en a si et seulement si :

lim f(z) = f(a).

e Soit f est une fonction définie sur un in-
tervalle de type Ja — o, a tel que o € RY.
On dit que f est une fonction conti-
nue a gauche en a si et seulement si :

limf(z) = f(@)
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Exemple
Soit la fonction f définie par :

20+ 1 sirl:<%,
) = 1
/(@) — sixzé.
2z

1

Etudions la continuité a gauche et a droite en z = 3.

Ona: lim f(z)= lim 2z +4+1=2.
- i

z—1 z—1
et lim f(z) = lim &+ =1.
z— 3! x5

On remarque que la limite de f a gauche en % est
différente de celle a droite, alors f est discontinue en 1/2

— Application 2

Soit g une fonction définie par :

(z) z —2 six <2,
r)=
g r—2 six>2.

étudier la continuité a gauche et a droite en 2.

DEfiNITION 3

On dit que la fonction f est continue en a si
et seulement si elle est continue a droite et a
gauche en a.

— Application 3

Soit FE la fonction de le partie entiere telle que
Exz)=k, k<z<k+1,keN.

Etudier la continuité & gauche et a droite en
n € N, puis déduire la continuité en n et trouver
a courbe de E.

— APPLICATION 4

Soit fla fonction numérique suivante définie sur R :

cos(x) — zsin(3x) — 1

six #£0,

Démontrer que la fonction f continue en ¢ = 0.
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— Application 5

Soit f est une fonction numérique définie sur R
par :

r+a siz<l,
f@)=<22-3 sil<z<3,
bx+1 sixz >3,
Déterminer a et b sachant que f est continue a
droit en 3 et a gauche en 1.
3-CONTINUTEL SUR UN INTERVALLE
DEfiNITION 4

Soit f est une fonction définie sur un intervalle

[a, b].

e On dit que f est continue sur Ja, b[ si et
seulement si f est continue en tout point
de ]a, b|.

e On dit que f est continue sur [a,b] si
et seulement si f est continue en tout
point de ]a, b| et continue a droit en a et
a gauche en b.

Remarque
e On définie de méme la continuité d’une fonction
définie sur les intervalles [a, b] et |a, b] et [a, +00]
et |—oo, al.

e la courbe d’une fonction f continu sur |a, b] est
représenté par un trait continue ces extrémités

sont les deux points : A(a, f(a)) et B(b, f(b)).

f(b)
f(a’) \/
PROPRICTE 1

toute fonction polynémiale est continue sur R.

toute fonction rationnel est continue sur son
domaine de définition.

la fonction z — sin x et la fonction  — cos

 est continues sur R.

la fonction z — tan z est continue sur son
domaine de définition.

la fonction z V2 est continue sur RY.

la fonction de la partie entiere continue a
droit en k et discontinue a gauche en k,

pour tout k€ Z .



exemple 1

Montrons que la fonction suivante et continue sur
R —{2}.

2
- — 3z +2
———F— sizeR—-{2
fa) = "w-g STeR-{Y
f(2)=1 six 2.
2 .
x° =3 2 :
Onxl—>$est continue sur R — {2} car

[L’ pr—
f est une fonction rationnel.
D’autre part, f est continue en 2, car :

. . x> -3z 42
111—r>nz f(x) - xh—r>n2 r— 92
~ lim (x —2)(x — 1)
=2 x — 2
= limz—1 TR
x—% 2 B s
=1= f(?)

alors f est continue en 2.
Enfin, f est continue sur R — {2}

exemple 2

Montrons que la fonction suivante et continue sur
R —{1}.
x+1 sizée]-o0,0],

fla) = siz €[0,1[U]1, 400l

11—z

- Montrons que f est continue sur |—oo, 0].

On a x — x + 1 est une fonction polynomiale
alors elle est continu sur R, et par la suite sur
]—00,0[ (car]—o0,0[ C R).

- Montrons que f est continue sur [0, 1[ U ]1, +o0.

T 7 est continu sur R — {1} car f est

une fonction rationnel, alors elle est continue sur

[0, 1[U[1, +o0[ puisque [0, 1[U]1, +oo[ € R—{1}.

- Montrons que f est continue en 0.

Ona lim f(z)= lim z+1=1

z— 0" z— 07
t i = lim —— =1
¢ x E’%Jr f(x) x g%* 11—z
alors lim f(z) = lim f(z) = 1, ainsi f est
T =0 x— 0

continue en 0.

On conclu que f est continue sur R — {1}.
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APPLICATION 6

Soit f est une fonction numérique définie sur R
par :

3
3—x
T —

f(@) = siz <1,

r—2 six>2.

Etudier la continuité de fsur R

4-LES OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES

POPOSITION 1
Soit f et g deux fonctions numériques continues
sur un intervalle [ et o € R.

e les fonctions (f + g), f X g et a x f sont
continues sur I.
e Side plus, g(z) # 0 Vz €1, alors les deux

1
fonctions — et = sont continues sur I.
g g

exemple

Soit les deux fonctions suivantes
VT
x+1

Montrons que u st continue sur R et que v est conti-
*
nue sur R% — {1}.

u(x) = 3cos(x) + 2% + 2 et v(z) =

- On a x — 3cos(x) est continue sur R et z —
z2 4 2 est continue sur R, alors u est continue
sur R.

- On a z — 2z + 1 est continue sur R* — {1} et
On a x — /x est continue sur R* — {1} , alors
v est continue sur R* — {1}.
5-LA CONTINUITE DE LA COMPOSEE

POPOSITION 2

Soient f et g deux fonctions numériques, I et J
deux intervalles, si :

- f et g sont continues sur I et J respective-
ment,

S fMcl.

Alors g o f (x) est continue sur L.



exemple

Considérons la fonction w défini sur [ = |0, +oo[ par

1
Onpose: f(zx)=—cetg(z)=Vx
Alors

On a f est continue sur [ et g est continue
sur J=[0, 00|

d’autre part f (I) = |0, 400 C J.
alors fo gest continue sur I

6-IMAGE D’'UN INTERVALLE PAR UNE
FONCTION CONTINUE

Activité

1. Soient f et g deux fonction numériques définies
sur R par :

fla)y=2a%; gla) = —z +1.

a) Tracer les courbe Cf et Cy des fonctions f et

g dans un repaire orthonormé (O, i, 7)
b) Déterminer les images des intervalles suivantes

par f et g:
[172] ) ]072[§ ]_007 1] ) [172] U [37 +OO[‘

2. Soit F la fonction de la partie entiere.
Déterminer J 'image de ]0, 3[ par la fonction E.
Est-ce que J est un intervalle 7

POPOSITION 1

- L’image d’une partie par une fonction continue
est une partie.

- I'image d’un intervalle par une fonction conti-
nue est un intervalle.

Fonctions continues est monotones

f continue et strictement croissante

L'intervalle f(I)

L'intervalle T

a,] /(). /(b)
0, (@), Tim £ ()|
Ja, b [ 1im £ @), £(0)]
Ja, b [ tim f(@), lim £ ()]

f continue et strictement décroissante
L'intervalle f(I)

L'intervalle I

[a, 0] 7). f(@)]
[a,b] /), lim f()]
Ja, b [ 1im £(2), (@)
Ja, bl | tim £ (@), lim £(z)|

Activité

Dans les trois figures suivantes, Cy, Cy et Cp, sont
des courbes des fonctions f, g et h respectivement.

3 Cf 3 Cg
21 2\/
: 1 2 3 : 2 —1 1 2 3
—1
—21
—a |
3 o,

\23

1. Déterminer graphiquement f([—2,2]), g(|—2,2]) et

2.a) Soit k € f([—2,2]), suivant les valeurs possibles
de k dans f([—2,2]), donner le nombre des solu-
tions de équation f(x) = k.

b) Suivant les valeurs possibles de k dans g([—2,2|),
donner le nombre des solutions de 1’équation
9(z) = k.

3. Suivant les valeurs possibles de k dans h([—2,2]),
donner le nombre des solutions de I’équation h(z) = k.
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7-THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Théoreme
Soit f une fonction continue sur un intervalle

[a, b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),
il existe au moins un réel ¢ € [a,b] tel que :

J() =k

REMARQUE

e On dit aussi que Péquation f(x) = k admet au
moins une solution ¢ dans [a, b].

e Pour montrer que I'équation f(z) = k admet au
moins une solution dans [a, b], on doit vérifier
que :

- f est continue sur |[a, b

- k compris entre f(a) et f(b)

Exemple

Montrons que I'équation cos(z) x x = % admet au
moins une solution dans [—%, %]

On pose :
f(z) =cos(z) xx ,Vx € [——7 —

- On a © — cos(z) est continue sur [-%,Z] et

x — x est continue sur [—%, %], alors f est conti-

nue sur [—%, %]

- Ona
s s
f(=3)=cos(=g) x (-3)=—¢
et T s T s
F(3)=cos(3) x(5) =4
Alors 1 € [-76, %)]
Alors % € [f(—%),f(%)]
Ainsi I'équation cos(z) x 2 = ; admet au moins une
solution dans [—%, %]
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APPLICATION 7

Montrer que ’équation Smf

moins une solution dans [%, 7r]

= % admet au

POPOSITION 2

Soit f une fonction continue et monotone sur
un intervalle [a, b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il
existe un réel unique ¢ € [a, b] tel que : f(c) =k

Remarque

Cette proposition est un cas du théoreme précédant.
Fn ajoutant la condition de la monotonie sur f, on
obtient I'unicité des solutions de ’équation

f(@) = k.
POPOSITION 3

Si f une fonction continue sur un intervalle [a, b]

et f(a) x f(b) <O.

Alors 'équation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans 'intervalle [a, b].

si f eststrictement monotone sur [a,b] I'equation
admet une solution sur l'intervalle [a,b]

Application 8

| =

= 0 admet

].

Montrer que I’équation sin(x) +
iy
2

oA po

au moins une solution dans [—

8-FONCTIONS RECIPROQUES

Activité

Soit la fonction f définie sur [0, +-o00[ par :

fz) = 2% — 2z
1. Montrer que f est continue et strictement mo-
notone sur [0, +o0|.

2. calculer f(]0, +o0]).




3. Soit z € [0, +oo] et y € f([0, +00]).

Montrer que PROPREETE 2
Si f une fonction numérique continue et stric-
f@)=yer=1+y+1 tement monotone sur un intervalle I, et f~! sa

fonction réciproque, alors :

la fon.ctlon/y. 1+ 4/7 + 1 et appelce la e f~! continue sur intervalle f(I).
fonction réciproque de f.
e f!strictement monotone sur l'intervalle f(I)

et elle a la méme monotonie de f sur Uinter-

POPOSITION 4

- ) . ) valle 1.
Soit f est une fonction numérique continue et
strictement monotone sur un intervalle I. e La courbe de la fonction f~! est le symétrique
de la courbe de fonction f par apport a droite
Pour tout y de f(I), Péquation f(z) =y admet de I’équation y = 2 dans un repeére ortho-
une solution unique dans l'intervalle f(II). norme.
DEfiNITION 5
Soit f une fonction numérique continue et 3| C’f_1
strictement monotone sur un intervalle I, et
J I'image de l'intervalle I par la fonction f. :
la fonction qui associe tout élément y de J a ol
son antécédent = de I telle que f(x) =y, est
appelée la fonction réciproques de la fonction A 1 2 i
f, et on la note par : L. // —1
S // —2
Remarg ue “”é’/FUalijaou a Dk / Cf _3
‘\ ‘\ Prof Math: m" /
Oy &
- Vy e J Jlz el tel que f(z) =y. NRErISA /

- (Vo el; flof(zx)=m.

- (Ve e )5 flof(w)—a . )
9-FONCTION RACINE N-EIME

— APPLICATION 9

Activité
Soit f la fonction numérique définie sur I'inter-

valle [% + oo[ par :

flz) =+v2zx -1

Soient f est une fonction définie sur [0, +-00| par :

1. Montrer que la fonction f admet une flz)=n"; neN.
fonction réciproques sur un intervalle J &
déterminé.
1. Montrer que f admet une fonction réciproque
2. Déterminer Pexpression de f~!(z) pour £~1 sur [0, +ool.
tout x de J (£~ est la fonction réciproques
de f).

2. Que déduire pour la continuité et la monotonie
de la fonction f~1?
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DEfiNITION 6

Soit n un nombre naturel non nul.

La fonction réciproque de la fonction définie
sur [0, +oo[ par : f: z — z™est appelée la
fonction racine n-iéme, et on note f~1(x) = Q/;

Vv

e On note par %/z I'image de x par cette
fonction.

e Lenombre 3/z est appelé la racine n-ieme
du nombre x.

POPOSITION 5

e La fonction z — %/z est continue et stric-
tement croissante sur Uintervalle [0, 4+o00],
etona: lim }/z=4o0.

z — +o0

e Dans un repere orthonormé, la courbe de la
fonction z — %/x est le symétrique de la
courbe de la fonction x — z' par rapport
a la droite d’équation y = .

Remarque
e VaeR); (YWeRY); Ya= Voo a=0

e (VaeRY); (YbeRY); v/a> Vb a>b

e VaeRT); (¥/a)*=aet Ya" =a.
Exemple

Réoudre dans R I’équation :
(B): Y92 —4=2

I'équation est définie, si 9z —4 > 0 cad = 3 g
Alors

Ox — 4 = 2°
\5/9w—42<:>{ v

T 2

Relles

9x — 4 = 32
= 4

X
=
T

Alors Pensemble des solutions de I’équation (F)
est S = {4}

IV
Ol >
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DERNITION 7

Soit z est un nombre naturel strictement po-
sitif et » un nombre rationnel non nul.

On appelle puissance rationnelle du nombre =
qui a la puissance r le nombre " défini par :

" =nvam
tel que

m
=—:neN',meZ".
n

Résultats
o (VreR"); (VxeRYy); a" >0.

O(VxGRi);(VmGZ*);nxm:x%:
1

(x;)m.




