Natien d'arithmétique dans IN au Tron cammun biof

IN désigne L’ensemble des entiers naturels :IN = { 0,1,2,...1.........

L arithmétiqueest I’étude des nombres entiers et des opérations sur ces nombres P
roposition :Pour touta e N etb eN

(@ 6= (a=b=0) | (=-0O(a-0 ov b=0)](@b=-)=(a=b=1)]
Ladivisibilité dans N:
Soient a et d deux entiers naturels, tels que d =0

On dit que d divise a , s’il existe k € N tel que a =kd. L’entier k est appelé le quotient de a par d. d est appelé un
diviseur de a et a est dit un multiple de d.

Nombres pairs et impairs

"Tout entier naturel est soit pair soit impair.
o Sil est multiple de deux, clest unnombre pair. Parexemple, les nombres : 4, 8, et 60, sont pairs. Le
nombre zéro est pair, parce quil est égal a 2 multiplie par . )
o Sinon, le nombre est impair. Par exemple 5, 3, et 71 sontimpairs. Le nombre unest impair, cest le plus
petit entier naturel impair.
Lensemble des entiers naturels pairs peut étre écrit comme ceci:
Entiers naturels pairs =/0, 2.4, 6,8, 10.12..., 14 {2n;n € N} = 2N

De méme, les ensembles des entiers impairs naturels ourelatifs sécrivent
Ertiers retres impais ={1,3, 5, 7.9 =£...,11. {2+ 1;n € N}

« i+ pair A » parpar=par.,
e palr+ impair=impeir; o \palrxnmpair=peail;
o Impair+ impair=peair. o Impalr=impair = impeair.

Division euclidienne dans N
Soient a et b deux entiers naturels ou b>.0

=bg+r
0<r<b
dividende et b le diviseur de la division euclidienne de a par b.

Il existe-un couple unique d’entiers naturels (q,r) tels que : [%7 , g est appelé le quotient, r le reste, ale

Le PGCD de deux entiers naturels
Soient a et b deux entiers naturels nonnuls.

Le PGCD de a et b est le plus grand élément de I’ensemble des diviseurs communs aux deux entiers a etb . On
note par PGCD(a , b) ouanb.

Exemple :Calculer PGCD(a , b)avec a =36 et b =24
a=2?x3%eth=3x2°

112 |4
. <[1]2][ 4] 8
1112 | 4
Ona ARINARE Alors D36:{1,2,.3’,46,9,12,18,36} etona 112 4)| 8
3|3|6|12|24
99|18 |36

Alors Doy ={1,2,346,81224}
Alors Dy N Dss= {1,234 ,6,12} alors PGCD( 24,36 )= 12
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Détermination du PGCD(a,b)en utilisant I’algorithme d’Euclide: %VOMpf 5

eSoitr le reste de la division euclidienne de a par b alors :anb=bnr
oLe PGCDab) est le dernier reste non nul de la suite des divisions euclidiennes dans

L’algorithme d’FEuclide:Recherche de PGCD(a,b.(

On pose a =bq: +r,1 0<ri<b alors anb =barisi ri# 0
siri=0 alors anb =b.
b =rigz+r> O<rz<n alors bari=rinrzsi rz# 0
Sir=0 alors bari=r.1
ri=r:qs+rs O<r3<rz alors rinrz =rznrssi rs# 0
Sirs=0 alors rinrz =r.z

puisque la suite des nombres entiers positifs (rm) est strictement décroissante et minorée par 0, le nombre
d’étapes est majoré par b et anb est le dernier reste rnnon nul.

a b ol |
Exemple : Calculer PGCD(385,(140 385 140 | 105 | 35| 0| alors PGCD( 385,140 )= 35
quotient — | 2 1|3

Le PPCM de deux entiers naturels
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Le PPCM de a et b est le plus/petit commun multiple de a et b .
On note par :PPCM(a, b)ouavb.

Critéres de divisibilité

Conventiond'écriture
Pour ne pas confondre un nombre avec son écriture dans sa décomposition en base 10, on notera

a,d, ; ....a;ay le nombre pour lequel ao est le chiffre des unités, ar celui des.dizaines, etc.
On aainsi Xx=a, a, ; ....a;dp =do.1 +as.10 +... +an. 10"

(Exemple : x =10296= 6+ 9x 10+ 2x 10% Ox 103+ Ix ( 107)
Divisibilité par :3
Un entier naturel est divisible par 3 si et seulement si la somme des ses chiffres est divisible par. 3
Divisibilité par4 ou 25
Un entier naturel est divisible par 4 (respectivement par 25) si et seulement si si le nombre formé par ses deux
derniers chiffres est divisible par 4 (respectivement par(25
Divisibilité par :5
Un entier naturel est divisible par5 si et seulement si son dernier chiffre est 0 ou . 5
Divisibilité par :8
Un entier naturel =100 est divisible par 8 si et seulement si nombre formé par ses trois derniers chiffres est
divisible par .8

Divisibilité par :9
Un entier naturel est divisible par 9 si et seulement si la somme des ses chiffres est divisible par. 9

Divisibilité par :11

Un entier naturel . On désigne par S1la somme des ses chiffres de rang impairs(de droite a gauche) et Sz la
somme des ses chiffres de rang pairs.

Soitd =5:-S5.2

Si d =0 alors n est divisible par 11 si et seulement si d est divisible par 11

est divisible par 11 si et seulement si la somme des ses chiffres est divisible par 9 .

Si d <O0alors n est divisible par 11 si et seulement si d +11p est divisible par 11

(p le plus petit entier naturel tel que d +11p > (0

Entiers premiers entre eux

On dit que les deux entiers a et b sont étrangers ou premiers entre eux , si a nb =1
Exemple :Montrer que 144 et 385 sont premiers entre eux.

a b || p|ln|ln s

385 144\ 97| 47| 3 | 2 0| alors 144 A 385=1

quotient - | 2 | 1| 2|15| 1
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Nombres premiers: 9‘40&/’4 z M

Définitions:

eUn entier naturel p > 2 est dit premier, si ses seuls diviseurs sont 1 etlui-meme.
eUn entier naturel, distinctde 1, non premier est appelé entier composé.

eUn entier naturel est un carré parfait lorsque sa racine carrée est un entier naturel.

Théorémes
e Tout entier naturel n admet au moins un diviseur premier.
oSi n est un entier naturel distinctde 1, alors le plus petit diviseur de n distinct de 1 est premier.

eUn entier naturel n >1est composé, si et seulement si, il admet un diviseur premier p tel que p <n

Comment reconnaitre qu’un nombre est premier?
Pour reconnaitre si un nombre entier naturel n est premier, on effectue les divisions Euclidiennes successives

par les nombres premiers inférieurs 4 .[n pris dans I’ordre croissant.

- Si l'une de ces divisions donne pour reste 0, alors ce nombre n’est pas premier;

- Siaucune division ne donne pour reste 0, on peut alors conclure que ce nombre est premier.

Exemple :217 est —il un nombre premier?

Ona. [ZI7-14.7309... alors 147 < 217 < 15 alors les nombres premiers < 14 sont 2,3,5,7,14,13. Si I’un
des ces nombres divise 217 alors est un nombre composé , si non , 217 est un nombre premier.

On a:2, 3,5nedivise pas 217 mais 7 divise 217 alors 217 est un nombre ecomposé.

1 2 3 4 5 6 7 8 91 10

Crible d’Erathosténe:

C’est un tableau permettant de déterminer les nombres premiers
inférieurs a .100 20| 22 23| 24| 25| 26| 27| 28] 29| 30

119 12| 13| 14| 15| 16| 17 ) 18| 19] 20

Les nombres dans les cases grisées sont des nombres premiers. S1132)33]34)35(36]37)38]39] 40
a | a2l a3 aa| as| a6 | ar| 48| 40| 50

Pour remplir ce tableau, on procéde par élimination:
e On élimine le;1 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58] 59| 60
On garde 2 et on élimine tous les multiples de;2

[ )
o On garde 3 eton élimine tous les multiples de ;3
o ..elc 71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80

61| 62| 63| 64| 65| 66 | 67| 68| 69| 70

81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90

Propriétés  Iadécomposition en IACIELIS premiers 91{902] 93] 94| 95] 96| 7| 98] 99 | 100

o /] existe une infinité de nombres premiers.
e Tout entier naturel n>2 , se décompose en un produitfini de nombrespremiers.
e Pour tout entier naturel n >:2 ,il existe des nombres premiers distincts deux a deux py,..., Py et desentiers

naturels non nuls a, ,...,a tels que p; < ps< .... < py et n se décompose de facon unique sous laforme
n = piix px ..x p
1 2 Kk 216
108
Exemple :n =216 54
27

9
3|3

alors 216=2°x 3°

W W N NN

Le PGCD, le PPCMet la décomposition en facteurs premiers

Le PGCD de dewx nombres entiers a et b supérieurs ou égaux a 2 a pour décomposition en
Jacteurs premiers le produit des facteurs premiers appardissant a la fois dans la décomposition de
a et de b numis duplus petit des exposants trouves dans la décomposition de a et de b. Ainsi,

sioa=2°x3"x5*xT et b=2°x3"x7’x11 alors pged(a,b) = 2°x3"* 7.

Le PPCMde dewx nombres entiers a et bsupérieurs ou égaux a 2 a pour décomposition en

Jacteurs premiers le produit des facteurs premiiers apparaissant dans aou dans bnumis duplus

granddes exposantstrouves dans la décomposition de aet de b. Ainsi,

sia=2"x3"x5*xT et b=2°x3"x7’x11 alors ppem(a,b) = 2°x3° x5 %7
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