Fonctions numériques

1) Généralités
1) Fonctions numériques d’une variable réelle
a) Définition
Une fonction numérique f (d’une variable réelle )
est une relation qui permet d’associer a chaque réel x
un nombre réel au plusy que /’on note y=f(x)

elLeréel f(x) s’appelle image de x par la fonction f
eleréel x s’appelle antécédent de y par la fonction f
On écrit f:x— f(x) Onlitaussi : la fonctionf qui a x associe f(x)
b) Exemples
Expl: Fonctions affines
fixo 2x-1 ; g(x)=3x+4
Ona: f(2)=22-1=3 3estl’imagede 2 parf
2 est un antécédent de 3 par f
9(-3)=3.(-3)+4=-5 -5est/’image de -3 par f

2x+1

x-1
22+1
2-1

Exp2: h(x)=

h(2) =

S ; 5estl’image de 2 par.h

2 est un antécédent de 5 par f

21+1 3
h(1) = =— ce qui est impossible
@ 1-1 -0 q p

On dit alors le nombre 1 n’admet pas d image par h
Pour pouvoir calculer h(x) ilfaut que x=1-0 c'est a dire x=1

donc pour lafonction h : le seul nombre réel qui n’a pas d’image est 1
c'est-a-dire [’ensemble des réels qui ont une image par h est
[’ensembles des tous les réels différents.de 1 et on le note

D,=R—{1} ouencore D, =]=o0,1[ U140
L’ensemble D, s’appelle.ensemble (domaine )de définition de h
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c) Ensemble de définition d’une fonction :
e Définition : f étant une fonction numérique a variable réelle,
|’ensemble des nombres réels qui admettent une image par [
est appelé ensembles(ou domaine ) de définition de f
note souvent par /D, ou D

Onaainsi D, ={xe R/ f(X) existe dans R}
D, :{Xele(X)e R}

eExemples : 'déterminer le.domaine de définition de chacune des
fonctions suivantes en les écrivant sous forme d’intervalles ou de
réunion d un intervalles .

009 -2x-8 9= ; h()=¥ ~3x; 100=—

f(x)-existe dans R pour toutxde R c’est adire tous les
nombres réels ont une image par f donc Dy =R = |0, o0

-/ D, ={xeR/g(x)e R} ={xeR/x =0}

D,=R" ou D,=R-{0} ou D, =]-o0,0[U]0,+oq
- h(x) existedans R pourtoutxde R c’est a dire tous les

nombres réels ont une image par h donc D, =R=]—oo, +oo[
- D ={xeR/l(x)e R}Z{XER/X2—3X¢O}

D, ={xeR/x(x—3) 0}

D ={xeR/x=0et x=3}

D, =R—{0,3} = ]-,0[ w]0,3[ U ]3,+o9[

Ou encore

e Exercices : déterminer le domaine de définition de chacune des
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2) Eqalité de deux fonctions

d) Représentation graphique d’une fonction
o Définition : Le plan (P) étant rapporté a un repere
f une fonction numérique et
L’ensembles des points M (x, f(x)) du planou x e D,

s appelle courbe représentative de f dans le repére

On la note souvent par (C) ou (Cf)

f :{M(x,f(x)) e(P)/xe Df}
Ou encore (Cf ):{M(x,y) e(P)/xeD; et y=f(x) }
eRemarque : M(x,y) e(Cf) signifie xeD; et y=f(x)

et on écrit (C )

2x+1

e Exemple : Soit f la fonction définie par f(x)=

3X+6
et (C,) sa courbe représentative dansdeirepere
- Déterminer le domaine de définition'de f
- Les points suivants appartiennent- ils a (Cf) ? justifier

A[—l,—%) . B(2,0)05 EQLY; G(—B,g); H(

e Cas particulier :  La représentation graphique d’une fonction
affine f tel'que f(xX)=ax+b est la droite

d’équation y=ax+b
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D, son ensemble de définition

1o
2

e Définition_: On dit que.deux fonctions f et g sont égales
si et seulement si elles.ont méme ensemble de définition D
et pour tout x de D-on f(x) =g(x)

eton écrit f =g
eExemples : Comparer f et g dans chacun des cas

a) f00=";g@=x Buf)=v¥ ; g(=|x
c) f(x)=(\/;)2 g =x od) f(X)=vx2-1; g(x)=Vx-1x+1

e Correction :

a) f(x)=v%;g(x)=x

D, =R'car x* >0 pour toutxde R et D,=R donc D, =D,
f(X)=\/X_2=|X| et g(x)=x |X| n’est égale a x que x>0
Orona f(-)=1et g(-)= -1 donc [f #0
b)ona’ D, =D, etona f(x)=\fx_2:|x|=g(x)
donc f(x)=g(x) pourtoutx de D, donc|f =g

0 f0=(VX) D, ={xeR/f(x)eR}={xeR/x=0}=[0,+]
g(x)=x D, =R
d) f(x)=vx -1
Df:{XeR/f(x)eR}
D, ={xeR/x*-1>0|
D, :{XER/xzzl}
D, ={xeR/[x|>1}
D
D

puisque D, =D, alors f=g

g(x) =/x—1/x+1

D ={xeR/g(x) eR}

D, ={xeR/x-1>0et x+1>0}
D; ={xeR/x>1et x>-1}

D, ={xeR/x>1}

¢ ={xeR/x<-1oux=>1} D, =[1,+[
=T, oL ee]

Puisque D, =D, alors

f=g
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e Correction de I’Exercice : détermir
chacune des fonctions suivantes et
d’intervalles ou de réunion d’inter

Exercicel : déterminer le domaine de définition de chacune des
fonctions suivantes en les écrivant sous forme d’intervalles ou de
réunion d’intervalles .

F(X) =3 —Bx+2 : g(x) =22 h(x):w;

|x|+1 -4
2X — «/3 2|x
I(x 2|X[—3: u(x V(X
(xX) = «/ X - (X) = 3 (X)=
3) fonctions paires et fonction impaires :
a) Exemples :
* Expl Soit f la fonction définie par f (x)=x*-3
Ona D, =R

-Pourtoutxde R ona —xelR
- f(=X)=(x)*-3=x*-3=f(X)
c'est-a-dire f(—x)=f(X)
on dit alors f est une fonction paire
* Exp2 Soit g la fonction définie par g(x) A,
X

Ona D, ={XGR/X¢O}=R*=]—oo,0[u]0,+oo[

-Pourtoutxde R" on.a —XxeR

L g ==A gy(x)
—X X

c'est-a-dire  g(=Xx)=-g(x)
on dit alors g est une fonction impaire
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b) Définition: ~ f étant une fonction numérique
et D, son ensemble dedéfinition

*1 Dire que f est une fonction paire signifie que
Pourtoutxde D, ona —xeD, et f(-x)= f(x)

*2 Dire que f est une fonction impaire signifie que
Pourtoutxde D; ona —xe D, et f(-x)=—f(x)

()
(x) //
X 2
; .............. T(—X)
f est paire f est impaire

¢) Remargue :

f étant une fonction numérique et (Cf )sa représentation

Y.

v
Y
v

graphique dans un repére orthogonal (O,T, ])

*1 fest paire si et seulement si (Cf) est symétrique
par rapport a laxe des ordonnées .
*2 festimpaire si et seulement si (Cf) est symétrique

par rapport a Lorigine O du repére.

Etudier la parité des fonctions suivantes
( c'est-a-dire si f est paire ou impaire ou ni paire ni impaire )

f(x)=2x> =5 ; g(x) =2x® =3x ; h(x) =3x+2

00 =8 w =

u(x) = x23

t(X) =YX =X —XP+ X I(x)_|X ]4—|x+]4
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* Montrons que h est strictement croissante sur R*

variation d’une fonction TC

Soient « et de R* telque a < a et g sont positifs
alors o” < p° alors 2¢° <2p5° c.a.d 2a°-7<2p°-7
||) Sens de variation d’une fonction cad. h(a)<h(B) doncfest strictement croissante sur R*
1) fonction croissante , fonction décroissante , fonction monotone * Montrons que h est strictement décroissante sur R™
* @) Définitionl _ N o Soient et de R telque a<B  «a etfsont négatifs
dors > s b2 0.0 2072
*1 Dire que f est croissante sur I signifie que ca.d. h(a)>h(p) doncfest strictement décroissante sur R™
pourtout o« etg del Sia<pg alors f(a)<f(p) On résume ce résultat dans un tableau appelé tableau de variation de h
*2 Dire quef est strictement _ croissante sur | signifie que X - 0 oo
pourtout « etf del Sia<p alors f(a)< f(p)

*3 Dire que f est décroissante sur | signifie que
pourtout o« etp del Sia<p alors f(a)= f(B) h(x) 0 =7

*4 Dire que f est strictement _décroissante sur | signifie que
pourtout « etf del Sia<p alors f(a)> f(5)
*5 Dire que f est_constante sur | signifie que
pour ¢ et del | f(a)=1(p5)

b)Définition2 f étant une fonction numérique définie sur D
et I un intervalle contenu dans D
*1 Dire que f est monotone sur | signifie que

b) Exemples f est croissante sur | ou f est décroissante sur |
Expl: Soit f lafonction définie par f(x=2-1 4D, =R *1 Dire quef est strictement monotone sur | signifie que
Montrons que f est strictement croissanfe sur R fﬁst strictement croissante sur | ou f est strictement décroissante sur |

Soient « et de R tel que a< g
Donc 2a <2p alors 2a—-1<2p-1 c.a.d " f(a)< f(p)
Donc fest strictement croissante surlR tA
Exp2: g(X)=-2x+5 D,=R f(a)
Montrons que est strictement décroissante sur R
Soient o et de R tel que a<
Donc 2a <2 alors 2a+5<=2p+5 .c.a.d g(a)>g(p)
Donc fest strictement décroissante sur R

f(a)

f(p)

Exp 3 : Soit h la fonction/définie par. f(x-2¢-7 D, =R SR f est décroissante sur |
Montrer que h est strictement croissante sur R” Exercice : Soit f la fonction définie par f(x)=x*-2x. Montrer que f est
et que h strictement décroissante sur RR” strictement croissante sur [1,+oo[ et strictement décroissante sur ]—oo,1]
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2) Taux de variation d’une fonction et monotonie d’une fonction
a) Définition : f étant une fonction numérique , D, son ensemble de

définition « et B sont deux éléments distincts de D, .(a # /)
_f@-f(p)
) a—p
s appelle taux de variationdef entre o« etp
Expl: Soit f lafonction définie par f(x=2x-1 D, =R

Le nombre réel T(a’ 5

a et g sont deux éléments distincts de D, .

Calculer T, , _H@)=T(h) Réponse T, , =2
i a_ﬂ i
Exp2 : g(x) =x*+2x+3 D, =R
a et S sont deux éléments distincts de D, .
_fl@)-1(B) ra _
Calculer T, ,, T a5 Reponse T, , =a+/[+2
. . g 2x—1
Exp 3 : Soit h lafonction définie par h(x)=3 5 D, =R
X_
a) Détermine D, le domaine de définition de h
b) o et sontdeux élements distincts de D, .
Calculer T, , _H@)=T(h) Réponse T, , = L
“ a—pf “P Ba-2)(3L-2)
b) propriété : f étant une fonction numérique définie sur un intervalle-
Tio) =L;(’B) avec a et/ deux éléments distincts de I (a# ).

a_
*1 f estcroissante sur | si et seulementsi

pour tout « et g/del ona T(aﬁ)

*2 f est décroissante sur | 'si et seulementsi
pour tout « et S del ona T, ;<0

>0

Expl : Soit f lafonction définie par f(x)=2x*+4x-5
Montrer que f est croissante sur [—1,4ec[ et décroissante sur |—oo,—1]

et dresser son tableau de variation
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3X+2
2x—4
Montrer que f est croissante:sur [2,+oo[ et décroissante sur |—oo, 2]
et dresser son tableau de variation
Correction :
Expl f(x)=2x*+4x-5 D, =R car f(x) existe pour tout x de R

Exp2_: Soit f la fonction définie par f(x)=

a et sontdeuxéléments distinctsde R. (a#p)
f(a) 2f(B) (20" +4a—5)-(2p°+4b-5)

Calculons T,

) a—-p a—pf
T _2a2+4a—5—2ﬂ2—4b+5_2(a—ﬂ)(a+ﬂ)+4(a—ﬁ)
\ d) a-f; ) a-p
N Y, R

sur[-1+oo[ et sur ]-oo,—1]

Etudions le signe de L

Sur [-L+[ ona a>-1et f>-1 donc a+pB>-2 donc 2(a+f)>—4
cad. 2(a+p)+4>0 donc T(a’ﬁ <0
donc f est croissante sur [—1, +oo[
Sur |-e0,-1] ona a<-1et f<-1 donc a+pB<-2 donc 2(a+p)<—4
cad 2(a+p)+4<0 donc Tw)so

)

donc f est décroissante sur ]—oo,—l]
Tableau de variation de f

o \ f(-)=-7 /




Correction :

Exp2 f(x)=§§+i D, ={xeR/2x~4%0} = R—{2} =], 2[ U]2,+]
a et sont deux éléments distincts de D; . (a#pB)
3a+2 3B+2 -16(a - )
1 _f@-f(f)_20-4 28-4_(2a-4)28-4)
o a-p a-p a-p
-16

T
«@h) " (2a—4)(23-4)
Etudions le signe de Tp) sur]2,+oo[ et sur ]—oo,2[
Sur J2,4%[ ona a>2 et f>2 donc 2a>4et28>4
donc 2a0—-4>0et 25-4>0 cad (2a—4).(2-4)>0

-16
donc
(a—4)(25-4)

donc fest dé croissante sur ]2,+oo[

Sur |-,2[ ona a<2 et f<2 donc 2a<4et2<4

donc 2a—4<0et 28-4<0 cad (2a—4).(26-4)>0
6

-1
a—-4)(2p-4)
donc fest dé croissante sur ]2,+oo[

<0 doncT, , <0

)

<0 donc T, , <0

c.a.d festdécroissante sur chacun des intervalles ]2,+oo[ et]—oo, 2[
Tableau de variationide f

) \\\\\\\\‘

2

+00)

Ve
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c) Variation et parité :
Propriété: f étant une fonction définie Sur D
et I unintervallede D inclus dans R* c.ad. 1<cDNR*
Soit I le symétrique de |

c.ad I estlensemble des opposés des éléments de |
*1 casdef une fonction paire

-- sif est croissante sur | alors elle est décroissante sur |’

-- si f est décroissante sur 1 alors elle est croissante sur |’
*2 cas def une fonction impaire

-- si f est croissante'sur | alors elle est aussi croissante sur |
-- sifest décroissante sur | alors elle est aussi décroissante sur |

Exergice 1 Soit f la fonction définie par f(x) = x® —3x
a) Déterminer D, et montrer que f est impaire
b)'Montrer que f est croissante sur[1,+oc[ et décroissante sur [0,1]
c) En déduire le variations de f sur ]-o0,—1] et [-1,0]

et dresser le tableau de variation de f
Correction :  f(x)=x*-3x

a) D, =R car f(x) existe pour tout x de R
On a D, =R donc symétrique par rapporta 0
pour toutxde R ,—xeR et f(—x)=(-x)’-3(-x) =—x*+3x
donc f(-x)=—-f(x) c.a.d festimpaire

b) f(X)=x>-3x D, =R

a et sontdeux éléments distinctsde R. (a#p)

Calculons
_f@-1(h)_(&*-30)-(-38) o' -3a-f+3p
W a-p a-p a-p
;1 _Z-F-Ya-p)_(a-p)a’+p’+aB-3)
“ a-p3 a-p3

Toup =" +f +aff-3
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Etudions le signe du taux de variation T =a°+f°+af -3

(a.)

Sur [L,+] ona a>1 et g>1
donc a®>1et B%>1 et af>1 en faisant la somme membre a membre
On obtient alors o”+ B°+af>3 cad o’+pB°+af—3=0

donc T(aﬁ) >0 c.a.d. festcroissante sur [L +oo[

Sur [0,1] ona O<a<l et 0<p<1
donc 0<a®<let 0<B°<1 et 0<aB <1 eten faisant la somme
On obtientalors 0<a’+p°+af <3 cad o’ +p°+af—-3<0

donc T, , <0 cad f estdécroissante sur [0,1]

Conclusion : fest croissante sur [1,+0[ et décroissante sur [0,1]

c) Onamontré que f est impaire dans a)
et puisque f est croissante sur [1,+oo[ alors

elle est aussi croissante sur |’ intervalle opposé c.a.d sur. ]—oo,—l]
et puisque f est décroissante sur [0,1] alors

elle est aussi décroissante sur I’ intervalle opposé c.a.d. sur [-1,0]

Tableau u de variation de f
f-D=2 ; f(O)=0; f)=-2 ;
X —® -1 0 1 +00
2
4) / /
-2
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3) Maximum d’une fonction Minimum d’une fonction, Extremum
a) Definition : f étant une fonction définie Sur D et | un intervalle de D
et a et b deux éléments de |
*1 Direque f(a) estun maximum de fsur | signifie que

pourtout x del  f(xX)<f(a)
Onditaussi : f(a) eslavaleur maximale de f sur |
On dit aussie.  f admetun‘maximumen a quiest f(a)
*2 Dire que (T (b) est un, minimum de f sur I signifie que
pourtout’ x del | f(b)< f(X)
On ditiaussi : f(b) es la valeur minimale de f sur |
Ondit aussi f admet un minimum en b qui est f (b)

Y —

v

[
»

A

Le maximum ou le minimum de f sur I s appelle extremum de f sur |
b) Remarque: f étant une fonction définie sur un intervalle [a,b] a<b

etcunélémentde Ja,b[ c.ad a<c<b

*1 Sifestcroissante sur [a,c]et décroissante sur [c,b]
alors f(c)est un maximum de f sur [a,b] Voir tableau ci-dessous

*1 Sifestcroissante sur [a,c]et décroissante sur [c,b]
alors f(c)est un minimum de f sur [a,b] Voir tableau ci-dessous

C b
\ f(c) /

f (c) est un minimum de f sur [a,b]

X |a c b X a

f(c)
f(x) /' \ f(x)

f (c) est un maximum de f sur [a,b]
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Correction de | 'exercice dans paragraphe 1) d)
sur les variations
Exercice : Soit f la fonction définie par f(x=x*-2x. Montrer que f est

strictement croissante sur [L +oo[ et strictement décroissante sur ]—oo,l]

Soit f lafonction définie par f(y=x-« D, =R
* Montrons que f est strictement croissante sur [1,+oo[
Soient « et B de [1,+o9] tel que & < B et montrons que f ()< f(B)

f(a)—f(B)= (@’ -20) (B -2p)=a’~f* -2~ p)
f(a)-f(B) = (a—pB)a+p-2)
orona a<pdonc a-f£<0
etona =1 et f>1 donc a+pf>2 car a<p
donc o+ p3-2>0
(@—B)a+f-2)<0 donc f(a)—f(B)<0
c.ad f(a)< f(B) donc fest strictement croissante sur [1,+eo

et par suite

* Montrons que f est strictement décroissante sur ]—oo,l]
Soient « et de ]—oo,l] tel que a < B et montrons que f(a) > f(f)

f@)-f(B)= (@ -20)-(f*-2p)=a’ - > - 2Aa—p)
fla)-1(p)= (a—p)a+p-2)
orona a<pB donc a—f<0
etona o<1 et f<1 donc a+pf<2 car a<pf
donc ¢+ p3-2<0
et par suite (a—pPB)a+p-2)>0“donc f(a)—T(B)>0
cad f(a)>f(B) donc fest strictementdécroissante sur [|-—oo,1]
On résume ce reésultat dans un tableau appelé tableau de variation de h

X —00 1 +00

f(x) \ . /

Exercice :

Soit f la fonction numérique définie graphiquement par
4" ('Voir figure)

Répondre graphiguement aux questions suivantes

1) Déterminer le domaine de définition de f
2) Déterminer f(-5); f(-2); f(0) ; f(2) ; f(4)
3) Déterminer les antécédents des nombres

2,10 ,-1 -2 -3,45s’ils existent .
4) Résoudre [’équation f(x)=0
5) Résoudre [’équation f(x)=2
6) Résoudre l'inéquation f(x)<0 et en déduire

le tableau de signe de f(x)
7) Dresser le tableau de variation de f .
8) Représenter dans le méme repére et avec une autre couleur

la fonction g définie par g(x)=—f(x).
9) Question facultative
Représenter dans le méme repére et avec une autre couleur

la fonction h définie par h(x) =|f(x).
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